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Povzetek
Subdivizija je metoda za generiranje gladkih krivulj in ploskev iz danih poligon-
skih mrezˇ. Subdivizijsko ploskev generiramo s pomocˇjo pravil, ki jih imenujemo
subdivizijske sheme. Shema zacˇne z zacˇetnim kontrolnim poligonom in v vsakem
koraku konstruira finejˇsi poligon, ki je v limiti gladka ploskev, ki se dobro prilega
zacˇetnemu kontrolnemu poligonu. Pravila za konstrukcijo finejˇsega poligona se od
sheme do sheme razlikujejo, zato imamo razlicˇne kriterije za klasifikacijo subdivi-
zijskih shem.
V diplomskem delu je predstavljena Doo-Sabinova shema, ki temelji na bikva-
draticˇnih B-zlepkih. Cilj diplomskega dela je poiskati povezavo med bikvadraticˇnimi
B-zlepki in pravili za dolocˇanje novih tocˇk kontrolnega poligona. Shema je za
regularna vozliˇscˇa implementirana v okolju Matlab, za neregularna vozliˇscˇa pa
prakticˇno prikazana.
Kljucˇne besede: Doo, Sabin, subdivizija, subdivizijska shema, subdivizijske plo-
skve, kvadraticˇni B - zlepki, bikvadraticˇni B - zlepki.

Abstract
Subdivision is a method of representing a smooth curve or a surface. The subdivi-
sion process begins with a polygonal mesh. Refinement rules are then applied to
this mesh and in a limit a smooth surface is produced. There is a variety of existing
subdivision schemes, that can be classified based on different criteria. In this work
Doo-Sabin subdivision scheme for surfaces is presented, which is connected to bi-
quadratic B-splines. The aim is to find this connection and to practically present
the scheme for regular and irregular vertices. Doo-Sabin scheme for regular vertices
is also implemented in Matlab environment.
Keywords: Doo, Sabin, subdivision, subdivision scheme, subdivision surfaces,
quadratic B-spline, biquadratic B-spline.

Poglavje 1
Uvod
Geometrijsko modeliranje je veja uporabne matematike in racˇunalniˇske geometrije,
ki preucˇuje metode in algoritme za matematicˇni opis oblik. Te oblike so vecˇinoma
dvo- ali tridimenzionalne. Tridimenzionalni modeli so pomembni v racˇunalniˇsko
podprtem oblikovanju in modeliranju (CAD/CAM) in pogosto uporabljeni na
tehnicˇnih podrocˇjih, kot so gradbeniˇstvo, strojniˇstvo, arhitektura, geologija in
medicinska obdelava slik. Pomembno podpodrocˇje geometrijskega modeliranja je
racˇunalniˇsko podprto geometrijsko oblikovanje (CAGD), ki je tesno povezano z
racˇunalniˇsko grafiko. Ukvarja se z algoritmi za zasnovo gladkih krivulj in ploskev
ter z njihovo ucˇinkovito matematicˇno predstavitvijo. Ideja za generiranje gladkih
ploskev s pomocˇjo subdivizije se je pojavila v letu 1978, ko sta bila objavljena dva
pomembna cˇlanka. Prvega sta objavila Catmull in Clark ([4]), drugega pa Doo in
Sabin ([6]). Subdivizijske ploskve so danes mocˇno razsˇirjene v racˇunalniˇski grafiki,
na podrocˇju racˇunalniˇskih iger in racˇunalniˇske animacije, kjer morajo biti objekti
zelo podobni resnicˇnim objektom in prepricˇljivi. Pojavljajo se kot alternativa ne-
enakomernim racionalnim B-zlepkom (NURBS) in poligonskemu modeliranju.
Subdivizijske sheme imajo veliko prednosti pred drugimi metodami za geome-
trijsko modeliranje. Za njihovo uporabo ne potrebujemo toliko matematicˇnega
znanja. Preproste subdivizijske sheme lahko ustvarijo zanimive oblike, poleg tega
pa so tudi ucˇinkovite in dovoljujejo visoko stopnjo nadzora nad obliko ploskve.
Primerjavo med subdivizijsko ploskvijo in NURBS ploskvijo lahko vidimo na sliki
1
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Slika 1.1: Primerjava NURBS ploskve (na levi) in subdivizijske ploskve (na
desni). Slika pridobljena iz [2].
1.1. Na levi strani je prikazana roka Woody-ja iz risanke Toy Story 2, ki je predsta-
vljena z neenakomernimi racionalnimi B-zlepki, na desni strani pa roka Geri-ja iz
risanke Geri’s game, ki je rezultat subdivizije. Geri’s game je animirani film, ki ga
je leta 1997 predstavil animacijski studio Pixar. V tem filmu je bila za modeliranje
lika prvicˇ uporabljena subdivizija.
Slika 1.2: Glava Geri-ja iz animiranega filma Geri’s game. Slika pridobljena
iz [2].
3Ideja subdivizije za krivulje
Pri subdivizijski metodi za krivulje zacˇnemo z mnozˇico tocˇk, ki jih imenujemo
kontrolne tocˇke. Povezane so v kontrolni poligon, ki je odsekoma linearna kri-
vulja. Naloga je, da matematicˇno predstavimo gladko krivuljo, ki ima podobno
obliko kot kontrolni poligon. Gladka krivulja lahko poteka skozi iste tocˇke, ali pa je
na kaksˇen drugacˇen nacˇin blizu kontrolnega poligona. Primer subdivizije za skle-
njeno krivuljo je prikazan na sliki 1.3. Zacˇetnemu kontrolnemu poligonu priredimo
nove tocˇke in jih spet povezˇemo med seboj. Na sliki spodaj desno vidimo rezultat
postopka subdivizije, ki je v limiti gladka krivulja in se dobro prilega zacˇetnemu
kontrolnemu poligonu. Vecˇ o subdiviziji za krivulje bo povedanega v naslednjem
poglavju diplomskega dela.
Slika 1.3: Primer subdivizije za sklenjeno krivuljo, ki temelji na kvadraticˇnih
B-zlepkih. Slika pridobljena iz [5].
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Ideja subdivizije za ploskve
Slika 1.4: Primer subdivizije za ploskve. Slika pridobljena iz [2].
Subdivizijska metoda za ploskve pricˇne s poligonsko mrezˇo, ki jo sestavljajo tocˇke,
povezave in lica. Sˇtevilo in polozˇaj vozliˇscˇ definira poligon. Vozliˇscˇa imenujemo
kontrolne tocˇke. Pojem tocˇka oznacˇuje polozˇaj, vozliˇscˇe pa vlogo znotraj poli-
gona. Metoda opravi dolocˇeno sˇtevilo korakov subdivizijskega procesa. En korak
subdivizije vodi h konstrukciji izboljˇsanega, finejˇsega poligona. Ko govorimo o
nadaljnjih korakih subdivizije, vhodnemu podatku pravimo stari poligon, izho-
dnemu podatku pa novi poligon. Primer vidimo na sliki 1.4.
Oglejmo si sedaj, kaj sta pravzaprav lice in mnozˇica povezav lica.
Naj V oznacˇuje mnozˇico vseh vozliˇscˇ v dani poligonski mrezˇi, V = {vi}i. Po-
vezavo med vozliˇscˇema vi in vj oznacˇimo z {vi, vj} ali krajˇse z eij . Mnozˇica vseh
povezav naj bo oznacˇena z E. Stopnja vozliˇscˇa je enaka sˇtevilu vseh povezav, ki
si dano vozliˇscˇe delijo.
Definicija 1.1 Lice F = (vi1 , vi2 , . . . , vik) je koncˇen nabor tocˇk razlicˇnih vozliˇscˇ,
kjer so vij ∈ V za j = 1, 2, . . . , k in je
EF = {{vi1 , vi2}, {vi2 , vi3}, . . . , {vik−1 , vik}, {vik , vi1}} ∈ E.
Mnozˇico EF imenujemo mnozˇica povezav lica. Lice je opredeljeno tudi z nabo-
rom, v katerem so vozliˇscˇa v nasprotnem vrstnem redu in z nabori, pridobljenimi
s ciklicˇno permutacijo elementov katerega od teh dveh naborov.
5Sˇtevilo povezav lica se lahko spreminja glede na lice, vendar predpostavimo, da so
povezave vsaj 3.
Tukaj smo definirali samo en indeks za mnozˇico V , ki oznacˇuje vozliˇscˇa. Vozliˇscˇa
pa so bolj naravno indeksirana na druge nacˇine, na primer s parom celih sˇtevil
(k, l), ki oznacˇujeta mrezˇno tocˇko v ravnini.
Slika 1.5: Lice in mnozˇica povezav lica.
Definicija 1.2 Povezava {vi, vj} v mrezˇi je notranja povezava, cˇe pripada vsaj
dvema licema. V nasprotnem primeru je zunanja ali robna povezava. Rob mrezˇe
je mnozˇica vseh robnih povezav. Cˇe je prazna, imamo mrezˇo brez roba. Notranje
vozliˇscˇe je vozliˇscˇe, ki ni na robni povezavi. V nasprotnem primeru je vozliˇscˇe
zunanje ali robno.
V sistemih prostorskega modeliranja je model obicˇajno razdeljen na dva dela. Prvi
del je logicˇna ali topolosˇka informacija, ki pove, kako so dolocˇeni deli (vozliˇscˇa,
povezave, lica) povezani med seboj in kako se povezanost spreminja. K logicˇni
mrezˇi dodamo geometrijsko informacijo, ki definira, kje so dolocˇeni deli dejansko
postavljeni v evklidski prostor.
Definicija 1.3 Logicˇna mrezˇa je koncˇna zbirka vozliˇscˇ, lic in pripadajocˇih mnozˇic
povezav. Pogosto se srecˇujemo z logicˇnimi mrezˇami, ki so sestavljene iz trikotnih
ali sˇtirikotnih lic.
Definicija 1.4 Cˇe je M logicˇna mrezˇa in P pripadajocˇa matrika kontrolnih tocˇk,
je par M = (M,P ) poligonska mrezˇa.
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Slika 1.6: Tipi vozliˇscˇ in povezav.
Subdivizijska pravila so napisana v nacˇinu, ki uporablja linearno kombinacijo vo-
zliˇscˇ starega poligona za izracˇun koordinat vozliˇscˇ novega poligona v vsakem ko-
raku subdivizije. Obstajajo sˇtirje nacˇini, kako lahko gledamo na utezˇene koefi-
ciente, ki definirajo, kako se subdivizijska shema obnasˇa: sˇablona, subdivizijska
matrika, maska in generatorska funkcija. Osredotocˇili se bomo na subdivizijsko
sˇablono in subdivizijsko matriko. Mnozˇica utezˇi v linearni kombinaciji se ime-
nuje subdivizijska sˇablona. Mnozˇica sˇablon skupaj je popoln opis enakomerne,
stacionarne sheme. Pri enakomerni subdivizijski shemi se na celotni poligonski
mrezˇi uporabi ista sˇablona (isto pravilo), pri neenakomerni subdivizijski shemi
pa lahko uporabimo razlicˇne sˇablone na razlicˇnih delih poligonske mrezˇe.
Stacionarna shema pomeni, da je enaka sˇablona (pravilo) uporabljena pri vsa-
kem koraku subdivizije pri glajenju poligona. Pri nestacionarni shemi pa lahko
uporabimo razlicˇne sˇablone za vsak korak subdivizije. Sˇablone lahko sestavimo v
subdivizijsko matriko, s katero pomnozˇimo vektor starih vozliˇscˇ, da dobimo vek-
tor novih. Sˇablone so vidne kot vrstice matrike. Kjer je shema enakomerna, iste
sˇablone alternirajo po matriki.
V diplomskem delu bo predstavljena Doo-Sabinova subdivizijska shema za plo-
skve, algoritem pa bo tudi prakticˇno prikazan v okolju MATLAB. Najprej si bomo
ogledali, kaj so B-zlepki, natancˇneje kvadraticˇni in bikvadraticˇni B-zlepki, ki so
osnova Doo-Sabinove sheme. V tretjem poglavju si bomo podrobneje ogledali
sheme za ploskve in delitev shem glede na razlicˇne kriterije. V zadnjem poglavju
7pa bomo podrobno predstavili Doo-Sabinovo shemo.
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Poglavje 2
Subdivizija B-zlepkov
Pogost pristop k nacˇrtovanju krivulj in ploskev temelji na obstoju druzˇine gladkih
funkcij Bm s kompaktnim nosilcem, ki se imenujejo B-zlepki, kar je okrajˇsano ime
za bazne zlepke. Natancˇneje jih spoznajmo ter si poglejmo njihovo povezavo s
subdivizijo.
2.1 B-zlepki
Vpeljimo vektor T = {t0, t1, . . . , tn}, t0 ≤ t1,≤ · · · ≤ tn, ki ima n + 1 elementov,
ki so nepadajocˇa realna sˇtevila. Elemente vektorja T imenujemo vozli. Cˇe je med
sosednjimi vozli enaka razdalja, torej je razlika ti+1 − ti konstantna, recˇemo, da je
vektor vozlov T enakomeren, sicer pa je neenakomeren. Cˇe je vektor vozlov enako-
meren, so tudi B-zlepki nad vektorjem vozlov enakomerni ali kardinalni in bazne
funkcije B-zlepkov so samo translacije osnovne bazne funkcije, kar je prikazano na
sliki 2.1.
Slika 2.1: Translacije B-zlepkov.
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Enakomerni B-zlepki, kjer vektorja vozlov ne omejimo na n+ 1 elementov, ampak
je vektor kar mnozˇica celih sˇtevil Z, imajo naslednje lastnosti.
(a) Funkcija Bm ∈ Cm−1(R) je odsekoma polinomska funkcija stopnje m nad za-
poredjem vozlov Z, ki je (m − 1)-krat zvezno odvedljiva na R. Na vsakem
podintervalu (i, i+ 1) je Bm polinom stopnje m.
(b) Zlepek Bm ima kompaktni nosilec [0,m + 1]. Znotraj nosilca je zlepek Bm
pozitiven. Torej Bm(t) > 0 za t ∈ [0,m+ 1]. Za t /∈ [0,m+ 1] pa je Bm = 0.
(c) Velja, da je
∑
i∈ZBm(t−i) = 1, za vse t ∈ R, kar pomeni, da je vsota translacij
B-zlepka Bm enaka 1.
(d) Oznacˇimo s pim prostor vseh polinomov nad R stopnje manjˇse ali enake m.
Velja, da je L{Bm(t− i) : i ∈ Z} = Sm,Z, kjer je
Sm,Z = {f : f ∈ Cm−1(R), f |(i,i+1) ∈ pim, i ∈ Z}
prostor funkcij, ki imajo m − 1 zveznih odvodov na mnozˇici realnih sˇtevil, z
omejitvijo, da so na vsakem intervalu (i, i+ 1), i ∈ Z, polinomi stopnje m.
Osnovni konstanten B-zlepek na intervalu [0, 1] podamo kot funkcijo
B0(t) =
1, 0 ≤ t ≤ 10, sicer , (2.1)
ki je prikazana na sliki 2.2.
Slika 2.2: Odsekoma konstanten zlepek B0 na intervalu [0, 1].
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B-zlepek stopnje 1 z nosilcem na intervalu [0, 2] pa podamo kot funkcijo
B1(t) =

t, 0 ≤ t ≤ 1
2− t, 1 ≤ t ≤ 2
0, sicer
. (2.2)
Prikazan je na sliki 2.3.
Slika 2.3: Odsekoma linearen zlepek B1 na intervalu [0, 2].
Iz te osnovne funkcije lahko izpeljemo B-zlepke viˇsjih stopenj s pomocˇjo sledecˇe
relacije:
Bm+1(t) =
∫
R
B0(t− s)Bm(s) ds =
∫ t
t−1
Bm(s) ds. (2.3)
Zanima nas kvadraticˇni B-zlepek B2, ki je pozitivna, zvezno odvedljiva, odsekoma
kvadraticˇna funkcija z nosilcem na intervalu [0, 3]. Dobimo ga s pomocˇjo enacˇbe
(2.3) in je enak
B2(t) =
∫ t
t−1
B1(s) ds =

t2
2 , 0 ≤ t < 1
−t2 + 3t− 32 , 1 ≤ t < 2
t2
2 − 3t+ 92 , 2 ≤ t ≤ 3
0, sicer
. (2.4)
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Slika 2.4: Odsekoma kvadraticˇni zlepek B2 na intervalu [0, 3].
Prikazan je na sliki 2.4.
Kvadraticˇni zlepek je zvezno odvedljiva odsekoma polinomska funkcija, ki je enaka
linearni kombinaciji transliranih kvadraticˇnih B-zlepkov, in sicer
P2(t) =
∑
i∈Z
piB2(t− i), (2.5)
kjer so pi ∈ R, i ∈ Z kontrolne tocˇke. Ko kontrolne tocˇke povezˇemo, dobimo kon-
trolni poligon tocˇk. Cˇe izberemo kontrolne tocˇke pi ∈ R3, i ∈ Z, potem je P2 iz
enacˇbe (2.5) parametricˇno podana krivulja v R3. Na podoben nacˇin lahko defini-
ramo odsekoma polinomske funkcije dveh spremenljivk, ki so na vsakem obmocˇju
(i, i+ 1)× (j, j + 1) polinomi dveh spremenljivk. In sicer so oblike
S2(u, v) =
∑
i∈Z
∑
j∈Z
pijB2(u− i)B2(v − j), (2.6)
kjer so pij ∈ R, i ∈ Z. Cˇe pa so pij ∈ R3, potem predpis predstavlja parametricˇno
podano ploskev, katere komponente so odsekoma polinomske funkcije. Na sliki 2.5
je prikazan osnoven bikvadraticˇni B-zlepek.
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Slika 2.5: Bikvadraticˇni B-zlepek.
2.2 Subdivizija kvadraticˇnih B-zlepkov
Kot recˇeno v uvodu diplomskega dela, subdivizija za krivulje zacˇne z zacˇetnimi
kontrolnimi tocˇkami p = {p0i , i ∈ Z}. Cilj je iz zacˇetnega kontrolnega poligona
dobiti finejˇsi kontrolni poligon. Zacˇnemo s kvadraticˇnim zlepkom P2 ∈ S2,Z nad
zaporedjem vozlov T = Z, kar pomeni, da je krivulja P2 na vsakem podintervalu
[i, i + 1] polinom stopnje 2. Sedaj podinterval razpolovimo in gledamo prostor
zlepkov S2, 1
2
Z nad zaporedjem vozlov T =
1
2Z = { i2 , i ∈ Z}. Vsak element tega
prostora mora biti polinom stopnje 2 na vsakem podintervalu [ i2 ,
i+1
2 ]. Ocˇitno
je krivulja P2 tudi element tega prostora, saj velja S2,Z ⊆ S2, 1
2
Z, zato jo lahko
zapiˇsemo po bazi novega prostora, ki ga razpenjajo B-zlepki oblike B2(2t− i). In
sicer je
P2(t) =
∑
i∈Z
p0iB2(t− i) =
∑
i∈Z
p1iB2(2t− i), (2.7)
kjer so p1i nove kontrolne tocˇke, katerih vrednosti bomo izpeljali v nadaljevanju.
Cˇe postopek razpolavljanja nadaljujemo, dobimo
P (t) =
∑
i∈Z
p0iB2(t− i) =
∑
i∈Z
p1iB2(2t− i) = · · · =
∑
i∈Z
pkiB2(2
kt− i). (2.8)
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Na vsakem koraku dobimo nove kontrolne tocˇke, pri cˇemer tocˇka pki ustreza mrezˇni
tocˇki 2−ki. Zaporedje kontrolnih poligonov konvergira k prvotnemu kvadraticˇnemu
zlepku. V dokaz se ne bomo spusˇcˇali, saj ni trivialen, lahko pa ga bralec najde v
virih [13], [7], [18].
Poglejmo si sedaj, kaksˇne so zveze med kontrolnimi tocˇkami na dveh zaporednih
nivojih. V ta namen si najprej poglejmo, kako bi lahko B-zlepek B2 nad zapored-
jem vozlov T = Z zapisali po bazi B-zlepkov nad zaporedjem vozlov T = 12Z =
{ i2 , i ∈ Z}. Pri tem nam je v pomocˇ enacˇba
Bm(t) =
1
2m
m+1∑
k=0
(
m+ 1
k
)
Bm(2t− k), (2.9)
ki je dokazana v viru [23]. Ta enacˇba pravi, da lahko B-zlepek stopnje m zapiˇsemo
kot linearno kombinacijo njegovih transliranih in skaliranih kopij.
Za kvadraticˇne B-zlepke se (2.9) poenostavi v
B2(t) =
1
22
3∑
k=0
(
3
k
)
B2(2t− k)
=
1
4
(
(
3
0
)
B2(2t) +
(
3
1
)
B2(2t− 1) +
(
3
2
)
B2(2t− 2) +
(
3
3
)
B2(2t− 3))
=
1
4
(B2(2t) + 3B2(2t− 1) + 3B2(2t− 2) +B2(2t− 3))
=
1
4
B2(2t) +
3
4
B2(2t− 1) + 3
4
B2(2t− 2) + 1
4
B2(2t− 3).
(2.10)
S pomocˇjo (2.4) se lahko z malo racˇunanja prepricˇamo, da je desna stran enacˇbe
(2.10) enaka levi.
Sedaj bomo s pomocˇjo enacˇb (2.7) in (2.10) izpeljali relacijo med koeficienti p0i
in p1i za primer kvadraticˇnih B-zlepkov.
Naj bo kvadraticˇni zlepek enak
P2(t) =
∑
i∈Z
p0iB2(t− i).
2.2. SUBDIVIZIJA KVADRATICˇNIH B-ZLEPKOV 15
V predpis vstavimo (2.10), poenostavimo in dobimo
P2(t) =
∑
i∈Z
p0i
(
1
4
B2(2(t− i)) + 3
4
B2(2(t− i)− 1)
+
3
4
B2(2(t− i)− 2) + 1
4
B2(2(t− i)− 3)
)
=
∑
i∈Z
(
1
4
p0iB2(2t− 2i) +
3
4
p0iB2(2t− 2i− 1)
+
3
4
p0iB2(2t− 2i− 2) +
1
4
p0iB2(2t− 2i− 3)
)
.
Vsak cˇlen zapiˇsemo pod svojo vsoto in dobimo
P2(t) =
∑
i∈Z
(
1
4
p0iB2(2t− 2i)
)
+
∑
i∈Z
(
3
4
p0iB2(2t− 2i− 2)
)
+
∑
i∈Z
(
3
4
p0iB2(2t− 2i− 1)
)
+
∑
i∈Z
(
1
4
p0iB2(2t− 2i− 3)
)
.
Sedaj izvedemo menjavo indeksa v drugi in cˇetrti vsoti (i → j - 1):
P2(t) =
∑
i∈Z
(
1
4
p0iB2(2t− 2i)
)
+
∑
j∈Z
(
3
4
p0j−1B2(2t− 2j)
)
+
∑
i∈Z
(
3
4
p0iB2(2t− 2i− 1)
)
+
∑
j∈Z
(
1
4
p0j−1B2(2t− 2j − 1)
)
.
Vsote z enakimi B-zlepki zdruzˇimo pod skupno vsoto, od koder sledi
P2(t) =
∑
i∈Z
(
1
4
p0i +
3
4
p0i−1
)
B2(2t− 2i) +
∑
i∈Z
(
3
4
p0i +
1
4
p0i−1
)
B2(2t− 2i− 1).
Po (2.7) je
P2(t) =
∑
i∈Z
p12iB2(2t− 2i) +
∑
i∈Z
p12i+1B2(2t− 2(i+ 1)). (2.11)
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Od tod dobimo pravila za dolocˇanje kontrolnih tocˇk v vsakem naslednjem koraku
subdivizije kvadraticˇnih B-zlepkov. Imamo razlicˇni pravili za sode in lihe tocˇke.
Pravilo za sode tocˇke:
pk+12i =
3
4
pki−1 +
1
4
pki (2.12)
Pravilo za lihe tocˇke:
pk+12i+1 =
1
4
pki−1 +
3
4
pki (2.13)
Subdivizijska shema za krivulje, ki temelji na kvadraticˇnih B-zlepkih je znana tudi
kot Chaikinov algoritem. V letu 1974 je George Chaikin predstavil zanimivo idejo
za generiranje krivulje iz koncˇnega zaporedja tocˇk. Algoritem je bil eden izmed
prvih postopkov ’rezanja kotov’. Vsako povezavo {Pi, Pi+1} zacˇetnega poligona
{P0, P1, . . . , Pn−1}, kjer so Pi ∈ R3, razdelimo v razmerju 14 in 34 (kar je prikazano
na sliki 2.6) in generiramo novo zaporedje kontrolnih tocˇk
{Q0, R0, Q1, R1, . . . , Qn−1, Rn−1},
kjer Qi in Ri lahko zapiˇsemo z enacˇbami
Qi =
3
4
Pi +
1
4
Pi+1
Ri =
1
4
Pi +
3
4
Pi+1.
Vidimo, da so enacˇbe enake kot enacˇbe za kontrolne tocˇke kvadraticˇnih B-zlepkov.
Limitna krivulja Chaikinovega algoritma je zato krivulja kvadraticˇnih B-zlepkov.
Slika 2.6: Deljenje povezave pri Chaikinovem algoritmu. Pridobljeno iz [10].
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V okolju MATLAB je napisan postopek za subdivizijo, ki temelji na kvadraticˇnih
B-zlepkih nad ekvidistantnim zaporedjem vozlov. Razlikujemo med funkcijskim
primerom, pri katerem je zacˇetni kontrolni poligon odsekoma linearna krivulja, ki
povezuje tocˇki (i, p0i ) in (i+1, p
0
i+1) za i ∈ Z. Na k-tem koraku pa so tocˇke kontrol-
nega poligona enake (2−ki, pki ), i ∈ Z. Funkcijski primer je prikazan na sliki 2.7.
Za primer konstrukcije ravninske krivulje program sprejme vektor X, ki vsebuje
abscise kontrolnih tocˇk in vektor Y, ki vsebuje njihove ordinate. Oba vektorja se
nato delita v razmerju 14 in
3
4 , po pravilih Chaikinovega algoritma. Postopek je
prikazan na sliki 2.8. V obeh primerih na levi sliki vidimo zacˇetni kontrolni poli-
gon, na desni sliki prvi korak subdivizije, na spodnji strani pa je prikazana limitna
krivulja.
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Slika 2.7: Funkcijski primer subdivizije.
2.2. SUBDIVIZIJA KVADRATICˇNIH B-ZLEPKOV 19
Slika 2.8: Krivuljni primer subdivizije.
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Poglavje 3
Delitev subdivizijskih shem za
ploskve
Na podlagi sledecˇih kriterijev dobimo enostaven nacˇin za klasifikacijo vecˇine ob-
stojecˇih shem.
• Ali temeljijo na sˇtirikotnih ali trikotnih licih,
• Ali so primarnega ali dualnega tipa,
• Ali so aproksimacijske ali interpolacijske.
Slika 3.1: Nekatere znane subdivizijske sheme glede na kriterije.
Poglejmo si natancˇneje kaj kriteriji pomenijo.
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3.1 Tip mrezˇe
Zacˇnemo z definiranjem regularne mrezˇe, ki je v domeni parametricˇno podane plo-
skve. Regularnost je definirana v zvezi s tlakovanjem ravnine. Tlakovanje ravnine
je pokritje ravnine z liki, ki jim pravimo tlakovci. Ravnino pokrijemo tako, da se
tlakovci ne prekrivajo in da med njimi ni presledkov. Obstajajo samo tri regularna
tlakovanja: trikotna, sˇtirikotna in sˇesterokotna, ki jih vidimo na sliki 3.2, vendar
so zadnja redko uporabljena. Skoraj vse subdivizijske sheme so razsˇiritve pravil za
Slika 3.2: Regularna tlakovanja. Pridobljeno iz [12].
periodicˇno tlakovanje ravnine. Posamezen korak sheme tipicˇno preslika tlakovanje
na gostejˇse tlakovanje.
Slika 3.3: Tlakovanje preslikamo na gostejˇse tlakovanje. Pridobljeno iz [2].
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Oznacˇimo sˇtevilo povezav v licu z e in stopnjo vozliˇscˇa z n. Regularna tri-
kotna mrezˇa je definirana tako, da imajo vsa lica e = 3 povezave in vsa notranja
vozliˇscˇa stopnjo n = 6. Nova mejna (zunanja) vozliˇscˇa pa imajo stopnjo n = 4.
Podobno je definirana regularna sˇtirikotna mrezˇa, za katero imajo vsa lica
e = 4 povezave in vsa notranja vozliˇscˇa stopnjo n = 4. Nova mejna (zunanja)
vozliˇscˇa pa imajo stopnjo n = 3.
Cˇe je mrezˇa trikotna, ampak ni regularna trikotna mrezˇa, je vsako vozliˇscˇe, kjer
je n 6= 6 neregularno vozliˇscˇe in vsako lice, kjer je e 6= 3, neregularno lice.
Podobno za sˇtirikotno mrezˇo. Vozliˇscˇa in lica, ki niso neregularna, so regularna.
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3.2 Primarne in dualne sheme
Ko je dolocˇeno tlakovanje ravnine, moramo definirati, kako je novo tlakovanje
povezano z originalnim tlakovanjem. Imamo dva glavna pristopa za generiranje
gostejˇsega tlakovanja: eno je delitev lica in drugo delitev vozliˇscˇa. Tipicˇno je
topolosˇki korak primarne sheme opisan kot delitev lica, dualne sheme pa kot
delitev vozliˇscˇa. V prvem primeru je vsako lice trikotne ali sˇtirikotne mrezˇe raz-
deljeno na sˇtiri dele. Stara vozliˇscˇa so ohranjena, nova vozliˇscˇa pa so vstavljena
na povezave. Za sˇtirikotne mrezˇe je vstavljeno sˇe dodatno vozliˇscˇe na vsako lice.
V drugem primeru so ustvarjena sˇtevilna nova vozliˇscˇa iz vsakega starega vozliˇscˇa.
Slika 3.4: Delitev lica sˇtirikotne regularne mrezˇe. Pridobljeno iz [2].
Po eno vozliˇscˇe je ustvarjeno za vsako lice, ki je pritrjeno na vozliˇscˇe. Novo lice je
ustvarjeno za vsako povezavo in stara lica so ohranjena. Dodatno je vsako novo
lice ustvarjeno za vsako vozliˇscˇe. Za sˇtirikotno tlakovanje so rezultat tega tla-
kovci, kjer ima vsako vozliˇscˇe stopnjo 4. V primeru trikotnega tlakovanja dualnih
shem so rezultat sˇesterokotni tlakovci. V tem pogledu so sˇtirikotni tlakovci nekaj
posebnega. Podpirajo primarne in dualne subdivizijske sheme.
Slika 3.5: Delitev vozliˇscˇa sˇtirikotne regularne mrezˇe. Pridobljeno iz [2].
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3.3 Aproksimacijske in interpolacijske sheme
Pomembna karakteristika pri deljenju shem je, ali je shema aproksimacijska ali in-
terpolacijska. Interpolacijske sheme ne spreminjajo kontrolnih tocˇk v vozliˇscˇih,
posredovanih iz prejˇsnjega koraka, ampak samo dodajajo nova vozliˇscˇa. Ori-
ginalni polozˇaji vozliˇscˇ se ohranijo in so tudi v limitni ploskvi. Aproksimacij-
ske sheme pa po potrebi spreminjajo polozˇaje originalnih vozliˇscˇ. Interpolacijske
sheme omogocˇajo lazˇji nadzor, ker so originalne tocˇke tudi tocˇke limitne povrsˇine.
Veliko algoritmov lahko zaradi interpolacije tudi poenostavimo. Vseeno je kva-
liteta povrsˇin, pridobljenih z aproksimacijskimi shemami, viˇsja. Aproksimacijske
sheme tudi hitreje konvergirajo kot interpolacijske.
Slika 3.6: Aproksimacijska shema (na levi) in interpolacijska shema (na de-
sni). Pridobljeno iz [21].
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Poglavje 4
Doo-Sabinova subdivizijska
shema
Slika 4.1: Primer Doo-Sabinove sheme. Pridobljeno iz [2].
Doo-Sabinova subdivizijska shema temelji na posplosˇitvi bikvadraticˇnih B-
zlepkov. Leta 1978 sta jo razvila Daniel Doo in Malcolm Sabin. Opazovala sta
obnasˇanje okrog neregularnih vozliˇscˇ z uporabo Fourierjeve transformacije in opa-
zovanjem lastnih vrednosti in lastnih vektorjev subdivizijske matrike. Vzela sta
paradigmo, ki jo je razvil George Chaikin in s prilagoditvijo tehnike za bikva-
draticˇne B-zlepke razvila novo proceduro. Shema je dualna, aproksimacijska in
temelji na sˇtirikotni mrezˇi.
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Doo-Sabinova subdivizija je konceptualno zelo preprosta. Ne razlikujemo med
sodimi in lihimi vozliˇscˇi, zato je ena sˇablona dovolj, da definiramo shemo. Po-
sebno pravilo potrebujemo samo za robne povezave.
Postopek zacˇnemo s poliedrom, ki ima vozliˇscˇa V, povezave E in lica F. Naj-
prej definiramo novo mnozˇico vozliˇscˇ in nato konstruiramo lica. Lica se razlikujejo
po tem, kako jih dobimo. Imamo tri razlicˇna lica, ki jih vidimo na sliki 4.2. F-lice
dobimo tako, da povezˇemo nova vozliˇscˇa, ki lezˇijo na licu. E-lice dobimo tako,
da povezˇemo sˇtiri vozliˇscˇa, ki so bila generirana iz koncˇnih tocˇk povezave, za lica,
ki so pripeta povezavi. V-lice pa dobimo tako, da povezˇemo vozliˇscˇa, ki jih je
ustvarilo originalno vozliˇscˇe.
Slika 4.2: F-, E- in V-lice.
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4.1 Shema na regularni mrezˇi
Za regularna vozliˇscˇa je sˇablona prikazana na sliki 4.3. Za vsako vozliˇscˇe poligona v
Slika 4.3: Sˇablona za regularna vozliˇscˇa Doo-Sabinove sheme.
vsakem koraku subdivizije konstruiramo nova vozliˇscˇa. Za konstrukcijo uporabimo
zgornjo sˇablono tako, da vsako vozliˇscˇe lica pomnozˇimo s pripadajocˇo vrednostjo.
Natancˇneje, naj bo lice poligona sestavljeno iz tocˇk P0,0, P0,1, P1,0 in P1,1. Nove
tocˇke, ki ustrezajo danemu licu in tocˇkam oznacˇimo z P ′0,0, P ′0,1, P ′1,0 in P ′1,1, kar
je prikazano na sliki 4.4.
Slika 4.4: Stare in nove tocˇke lica.
Z uporabo zgornjih sˇablon jih poracˇunamo kot:
P ′0,0 =
1
16
(9P0,0 + 3P0,1 + 3P1,0 + P1,1),
P ′0,1 =
1
16
(3P0,0 + 9P0,1 + P1,0 + 3P1,1),
P ′1,0 =
1
16
(3P0,0 + P0,1 + 9P1,0 + 3P1,1),
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P ′1,1 =
1
16
(P0,0 + 3P0,1 + 3P1,0 + 9P1,1).
Na vsakem licu tako dobimo sˇtiri nova vozliˇscˇa, ki jih razlicˇno povezˇemo, da do-
bimo razlicˇne tipe lic. Postopek pridobivanja novih lic je prikazan na sliki 4.6.
Doo in Sabin sta opazovala, da so nova vozliˇscˇa povprecˇje sˇtirih tocˇk poligona
(slika 4.5):
• Vozliˇscˇe V, za katerega konstruiramo novo vozliˇscˇe,
• Dva E - vozliˇscˇa, ki sta srediˇscˇni tocˇki skupnih povezav vozliˇscˇa in lica,
• F - vozliˇscˇe, ki je v srediˇscˇu lica.
Slika 4.5: Novo vozliˇscˇe kot povprecˇje sˇtirih tocˇk. Pridobljeno iz [11]
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Slika 4.6: Konstrukcija novih lic v primeru regularnih vozliˇscˇ. Pridobljeno
iz [17].
Eden od izzivov je bil sprogramirati predstavljeno subdivizijsko shemo na regular-
nih mrezˇah. Zacˇetna poligonska mrezˇa naj sestoji iz tocˇk pi,j ∈ R3, i = 1, 2, . . . ,m,
j = 1, 2, . . . , n, pri cˇemer naj velja, da je stopnja vsake notranje tocˇke enaka 4,
tocˇke pi−1,j , pi+1,j , pi,j−1 in pi,j+1 pa so sosednje tocˇke od pi,j . V okolju Matlab
je taka poligonska mrezˇa podana s trojico matrik X, Y, Z, katerih elementi pred-
stavljajo koordinate kontrolnih tocˇk. Natancˇneje pij = (Xij , Yij , Zij). Osnovni
ukaz za risanje mrezˇe, uporabljen v programu je mesh(X,Y, Z), ki nariˇse mrezˇo
skozi elemente matrike v takem vrstnem redu, kot so elementi v matriki. Zanima
nas, kako iz zacˇetne matrike kontrolnih tocˇk dobiti novo matriko kontrolnih tocˇk.
Zanima nas tudi, ali racˇunati robna vozliˇscˇa in jih obdrzˇati v novi matriki. Novo
matriko oznacˇimo z D ∈ R2(m−1)×2(n−1) in zanjo v programu najprej rezerviramo
prostor. Odlocˇimo se, da bomo v novi matriki D robna vozliˇscˇa izpustili in racˇunali
samo notranja vozliˇscˇa stare matrike X ∈ Rm×n po naslednjem postopku:
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D ∈ R2(m−1)×2(n−1);
for i =1:m−1
for j =1:n−1
D(2∗ i −1 ,2∗ j−1) = 1/16∗(9∗X( i , j ) + 3∗X( i , j +1)
+ 3∗X( i +1, j ) + X( i +1, j +1)) ;
D(2∗ i , 2∗ j−1) = 1/16∗(9∗X( i +1, j ) + 3∗X( i , j )
+ 3∗X( i +1, j +1) + X( i , j +1)) ;
D(2∗ i , 2∗ j ) = 1/16∗(9∗X( i +1, j +1) + 3∗X( i , j +1)
+ 3∗X( i +1, j ) + X( i , j ) ) ;
D(2∗ i −1 ,2∗ j ) = 1/16∗(9∗X( i , j +1) + 3∗X( i , j )
+ 3∗X( i +1, j +1) + X( i +1, j ) ) ;
end
end
To racˇunamo za trojico matrik X, Y, Z.
Na slikah 4.7 - 4.12 je prikazan primer, kjer so uporabljene zacˇetne matrike
X =

1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
 , Y =

1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4
 , Z =

1 1 1 1
1 0.5 0.5 1
1 0.5 0.5 1
1 1 1 1
 .
Zacˇetni kontrolni poligon in poligon po prvem koraku subdivizije iz dveh razlicˇnih
zornih kotov je prikazan na slikah 4.7 in 4.8.
Po petih korakih subdivizije dobimo ploskev, ki je na slikah 4.9 in 4.10. Po osmih
korakih subdivizije, ki je prikazana na slikah 4.11 in 4.12, pa dobimo zˇe skoraj
gladko ploskev, ki dobro aproksimira zacˇetni kontrolni poligon. Poligon zelo hitro
skonvergira k limitni ploskvi. Problem, ki ga shema povzrocˇa pa je predvsem
prostorska zahtevnost. V konkretnem primeru smo zacˇeli z matrikami velikosti
4 × 4. Po enem koraku se je matrika povecˇala na 8 × 8. Po osmih korakih pa na
28 ∗ 3× 28 ∗ 3. Torej po k korakih iz m× n na 2k(m− 1)× 2k(n− 1).
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Slika 4.7: Zacˇetni kontrolni poligon (na levi) in prvi korak subdivizije (na
desni).
Slika 4.8: Zacˇetni kontrolni poligon (na levi) in prvi korak subdivizije (na
desni) iz drugega zornega kota.
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Slika 4.9: Po petih korakih subdivizije.
Slika 4.10: Po petih korakih subdivizije iz drugega zornega kota.
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Slika 4.11: Po osmih korakih subdivizije
Slika 4.12: Po osmih korakih subdivizije iz drugega zornega kota.
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4.2 Shema na neregularni mrezˇi
Postopek konstrukcije lic pri neregularni mrezˇi je podoben kot pri regularnem
primeru. Razlika je v sˇabloni, ki se uporablja za racˇunanje novih vozliˇscˇ pri nere-
gularnih licih. Imamo vozliˇscˇa lica v
(0)
1 , v
(0)
2 , . . . , v
(0)
n , ki ni regularno, to je n 6= 4.
Novo mnozˇico vozliˇscˇ za to lice dobimo z iteracijsko shemo
v
(1)
i =
n∑
j=1
aijv
(0)
j , i = 1, 2, . . . , n, (4.1)
kjer so koeficienti aij dani kot
aij =

1
4 +
5
4n , i = j
3 + 2cos(2(i−j)pin )
4n
, i 6= j
. (4.2)
Ko izracˇunamo nova vozliˇscˇa, konstruiramo lica na enak nacˇin kot pri regularni
Slika 4.13: Sˇablona za neregularno mrezˇo.
mrezˇi (slika 4.6), le da tu nimamo samih sˇtirikotnikov, ampak imamo lica, ki imajo
vecˇjo mnozˇico povezav. Vsako lice originalnega poligona generira novo lice. Tudi
vsaka povezava in vsako vozliˇscˇe generira novo lice. Sˇtevilo vozliˇscˇ, ki so kon-
struirana za vsako lice je enako sˇtevilu vozliˇscˇ originalnega lica. To pomeni, da
je koncˇno sˇtevilo konstruiranih tocˇk vecˇje, kot originalno sˇtevilo tocˇk, saj vsako
vozliˇscˇe pripada vecˇ kot enemu licu.
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Slika 4.14: Nekatere izracˇunane vrednosti za neregularna lica po enacˇbi (4.1).
Pridobljeno iz [20].
Za prakticˇni prikaz sheme na neregularnih vozliˇscˇih sem si pomagala z orodjem
za 3D modeliranje MeshMan ([9]). V orodje lahko uvozimo dokument tipa .obj in
nato izvedemo poljubno subdivizijsko shemo, med drugim tudi Doo-Sabinovo. V
orodje sem uvozila objekte, pridobljene iz [3].
Zacˇela sem z objektom na sliki 4.15. Na primeru je dobro razvidno, da se sˇtevilo
neregularnih vozliˇscˇ ne vecˇa. Narasˇcˇa sˇtevilo sˇtirikotnih lic med neregularnimi vo-
zliˇscˇi, tako da izgleda kot da so neregularna vozliˇscˇa izolirana.
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Slika 4.15: Zacˇetni objekt.
Slika 4.16: Objekt po enem koraku subdivizije.
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Slika 4.17: Objekt po petih korakih subdivizije.
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